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3.3. Greitieji rusiavimo algoritmai

Ankstesniame poskyryje nagrinéjome paprastus rusiavimo algoritmus ir
parodéme, kad atlickamy operacijy skai¢ius yra proporcingas N2. Jie néra
efektyvus, nes rusiavimo algoritmuy apatinis operacijy jvertis yra N log N.
Siame poskyryje susipazinsime su greitaisiais riigiavimo algoritmais, kuriy
sudétingumas yra artimas optimaliam.

3.3.1. Spartusis rusiavimo algoritmas

Sis algoritmas labai placiai naudojamas daugelyje taikomuyjy programuy.
Parodysime, kad jo vidutinis sudétingumas yra O(N log N), o realizacija yra
paprasta ir nereikia papildomos atminties rusiuojamy elementy saugojimui.
Todeél jis ir vadinamas sparciuoju algoritmu (angl. quick sort).

Spartusis rusiavimo algoritmas yra sukonstruotas remiantis skaldyk ir
valdyk metodu. Paaiskinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

Uzdavinio skaidymas. Visa rusiuojama aibe dalijame i du poaibius.
Tuo tikslu parenkame pagrindinj elementa a; (angl. pivot), tada pirmajam
poaibiui priskiriame elementus maZesnius uz a;, o antrajam poaibiui — ne-
mazesnius uz pagrindinj elementa.

Dalinio uzdavinio sprendimas. Jei poaibj sudaro vienas elementas, tai
jis jau surusiuota, priesingu atveju ir poaibj rusiuojame sparciuoju algorit-
mu. Daznai rekursija uzbaigiame anksciau, pasirenkame nedidelj skai¢iy M
ir jei poaibio elementy skaic¢ius yra nedidesnis uz M, tai poaibj surusiuojame
kuriuo nors paprastu algoritmu.

Viso uzdavinio sprendinio radimas. Kadangi visi pirmojo poaibio ele-
mentai yra mazesni uz antrojo poaibio elementus, tai iSsprende dalinius
uzdavinius mes surusiuojame ir visa aibe. Taigi Siame etape nereikia atlikti
jokiuy papildomy veiksmuy.
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Spartusis rusiavimo algoritmas

QuickSort (1, r)
begin
(1) if (1< (r-M)){
(2) Partition (I, r,
(3) QuickSort (1,
(4) QuickSort ( k,
} else

k);
k-1);
r);

)

RUSIAVIMO ALGORITMAI

(5) if (1< r) SelectionSort ( 1, r );

end QuickSort

Paaiskinsime algoritme panaudotus zyméjimus.

Funkcijos QuickSort

argumentai [ ir r parodo, kad rusiuojama nuo /-ojo iki 7-o0jo pradinio masyvo
elemento. Skaidymo proceduroje Partition aibe padaliname j du atskirtus
poaibius, pirmajam priklauso masyvo elementai nuo l-ojo iki (k — 1)-ojo,

o antrajam — nuo k-ojo iki r-ojo.

Kai aibé yra nedidelé, jos elementus

rusiuojame paprastu jterpimo algoritmu SelectionSort.

Beveik visi veiksmai yra atliekami vykdant aibés skaidyma j du poaibius,
todeél reikia stengtis, kad Sios funkcijos realizavimas buty efektyvus. Pateik-
sime tokj algoritma.

Skaidymo algoritmas

Partition (1, r, i)
begin

(1) v =Pivot (1, r);
(2 i=L j=rn
(3) while (i<]j

(6) else j=j-1;

(6) if (ai<v)i=i+1;

(8) while (a;<v)i=i+1;

(9) while ((i<j)&&a;j>2v)j=j-1;
510) if (i==j)j=JL

11) else swap (aj, aj); i=i+1; j=j-1;

}
(12) if (i==1) i=i+l,;
end Partition

Proceduroje Pivot parenkame pagrindinj elementa.
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3.6 pavyzdys. Skaiciy masyvo rusiavimas. Sparciuoju algorit-
mu surusiuokime masyva F = (11, 10, 16, 8, 19, 37, 9, 22, 19, 11).

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Nagrinésime aibés A elementy
lyginimy skaic¢iy Ly. Uzdavinio skaidymo metu visus elementus palyginame
su pagrindiniu elementu. Todél bendras lyginimy skai¢ius priklauso tik nuo
daliniy uzdaviniy apimties.

Analize pradékime nuo blogiausio atvejo, kada, pavyzdziui, pagrindiniu
elementu parenkame maziausia aibés elementa. Tada gauname tokj sarysj

Lp(N)=Lg(N-1)+N.

Tarsime, kad rekursija vykdome iki tol, kol N > 2:

Pritaike rekurenting lygybe N —2 kartus, apskai¢iuojame elementy lyginimy
skaiciy

N N2y N -4

Lp(N) = I+ 1= —F
B( ) Z 1+ 9

=3
Taigi blogiausiu atveju spartusis rusiavimo algoritmas yra toks pat létas,
kaip ir musy anksc¢iau iSnagrinéti metodai. Ypac¢ netikéta yra tai, kad tokj
bloga rezultaty gauname, pavyzdziui, kai rusiuojame jau sutvarkyta aibe, o
pagrindiniu aibés elementu renkamés pirmajj elementa.

Dabar nagrinékime geriausiq atveji, kai kiekviename zingsnyje pavyksta
aibe padalinti j dvi lygias dalis. Kad skaic¢iavimo rezultatai buty paprastesni,
imkime N = 2™. Tada gauname tokj sarysj, susiejantj elementy lyginimy
skaicius:

2La(2m 1) +2m kai m > 1,
La(2™) =
1, kai m=1.

Pritaike sia lygybe m — 1 karta, apskaic¢iuojame elementy lyginimy skaiciy

Lo(N)=2m42.2m71 4 92 .9m=2 4 4 gm=2 92 4 om—l

N
= (m—1)2"+2™"1 = Nlog N — 5

Taigi geriausiu atveju sparciojo rusiavimo algoritmo skaic¢iavimy apimtis yra
optimali.
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Spartusis rusiavimo algoritmas tapo tokiu populiariu todél, kad ir vidu-
tiniu atveju skai¢iavimy apimtis nedaug skiriasi nuo geriausio atvejo. Jeigu
turime N elementy, tai viso gali buti N! skirtingy juy pasiskirstymy. Tarki-
me, kad jie visi yra vienodai tikétini. Skaic¢iuodami vidutinj elementy lygi-
nimy skaiciy, atsizvelgiame j tai, kad uzdavinio skaidymo etape atlickame
N — 1 lyginima, o po to su vienoda tikimybe gali tekti rusiuoti N — 1
skirtingus dalinius poaibius, todél

Ly(N)=N + ﬁ ((Lv(l) + Ly (N —1)) + (Lv(2) + Lv(N — 2))

4ot (Ly(N = 1)+ Lv(l))) .
Sig lygti galime suprastinti:

Lv(N) =N + (LV(1)+LV(2)+...+LV(N—1)>.

N-—-1
Imdami N — 1 elementa turime lygti

LV(N—l):N—1+%(LV(1)+LV(2)+...+LV(N—2)).

I8 siy dviejy lygybiy gauname tiesine skirtumuy lygti
(N—-1)Ly(N)=NLy(N—-1)+2(N —-1),
kurig galime uzrasyti ir simetrine forma:

Lv(N) _Ly(N-1) 2

N N -1 N’

Uzrase tokias lygtis visoms N reikSméms ir jas sudéje, bei atsizvelge i tai,
kad Ly (1) = 0, gauname lygybe

Ly (N) :2( 1

T +1+1) 2
i~ ot .

N ' N-1

Nesunku jrodyti, kad harmoninés eilutés daliné suma tenkina nelygybe:

1 1
I+-+...+ =<InN+1,

2 N
todél
Ly(N)=2NIn N + O(1).
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Atsizvelge i lygybe
InN =0.6931log N ,

gauname sparciojo rusiavimo algoritmo vidutinj elementy lyginimy skaiciy
Ly(N) =1.386N1log N + O(1),

kuris rodo, kad vidutinis atvejis yra tik 40 procenty blogesnis uz geriausia
atveji.

3.3.2. Medianos radimas sparciuoju algoritmu
Statistinéje analizéje daznai tenka spresti tokius uzdavinius
¢ iS duotosios skaiciy sekos isrinkti mediana;
o rasti k-aji maziausia skaiciy.

Pastebésime, kad medianos radimas yra bendresnio antrojo uzdavinio ats-
kiras atvejis, kai k = %

Aisku, siuos uzdavinius lengvai iSsprendziame, kai jau turime surusiuota
aibe. Sukonstruosime kita algoritma, kurio skaic¢iavimy apimtis daug mazes-
né uz rusiavimo algorimy kastus. Vel remsimeés skaldyk ir valdyk metodu,
reikiamo elemento isrinkimo algoritmg sudarysime modifikuodami spartyji
risiavimo algoritma.

Tarsime, kad iSpildytos salygos | = 1 < k < r, apibréziancios pradines
masyvo indeksy reikSmes.

Sparciosios paieskos algoritmas

int QuickFind (1, r, k)

begin
(1) if (1==r) return ();
(2) else{

(3) Partition (1, r, j);
(4) if (k <j) QuickFind (1,j-1,k);
(5) else QuickFind ( j, r, k );
}
end QuickFind

Pastebésime, kad Sio algoritmo kiekviename cikle yra realizuojamas tik
vienas i§ dviejy galimy varijanty, todél faktiskai rekursija ¢ia nebutina.
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Paieskos algoritmo sudétingumas tiriamas panasiai kaip ir sparciojo ru-
Siavimo algoritmo sudétingumas. Todél apsiribosime tik geriausio atvejo
analize. Tada po kiekvieno dalijimo zingsnio dalinio uzdavinio elementy
skaic¢ius sumazéja dvigubai, todél gauname tokj elementy lyginimo skaiéiy

N N
LG(N):N+§+Z+...+4+1:2N+(’)(1).
Taigi naujasis medianos paieskos algoritmas % log N karty spartesnis uz
rusiavimo algoritma.

3.3.3. Suliejimo rusiavimo algoritmas

Spartusis rusiavimo algoritmas yra labai efektyvus vidutiniu atveju,
taciau blogiausiu atveju jo skai¢iavimo apimtis yra O(N?), t.y. jo greitis toks
pat kaip ir paprasty rusiavimo algoritmy. Siame poskyryje susipazinsime su
dar vienu greituoju algoritmu, kurio skai¢iavimo apimtis net ir blogiausiu
atveju yra O(N log N).

Sis algoritmas remiasi pastebéjimu, kad galima efektyviai sujungti du
suruiSiuotus poaibius | vieng surusiuotg aibe. Todél metodas ir vadinamas
suliejimo algoritmu (angl. merge sort). Pastebésime, kad ir suliejimo ru-
Siavimo algoritmas yra sukonstruotas remiantis skaldyk ir valdyk metodu.
Taigi naudodami vieng bendrg metoda galime gauti keleta skirtingy to pacio
uzdavinio sprendimo algoritmy.

Paaiskinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

UzZdavinio skaidymas. Visa rusSiuojama aibe dalijame j du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki viduriniojo, o
antrajam poaibiui — visus likusius elementus. Taigi Siame etape nereikia
atlikti jokiy skaiciavimo veiksmuy.

Dalinio uzdavinio sprendimas. Jei poaibj sudaro vienas elementas, tai
jis jau surusiuotas, priesingu atveju ir poaibj rusiuojame suliejimo algoritmu.
Daznai rekursija uzbaigiame ankséiau, pasirenkame nedidelj skai¢iy M ir
jei poaibio elementy skaicius yra nedidesnis uz M, tai poaibj surusiuojame
kuriuo nors paprastu algoritmu. Rekomenduojama imti M =~ 16.

Viso uzdavinio sprendinio radimas. Abiejy poaibiy elementai jau su-
rusiuoti. Imame pirmuosius poaibiy elementus ir juos palyginame, mazesnj
talpiname ] surusiuota aibe. Tarkime Sis elementas priklausé pirmajam
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poaibiui. Toliau procesg kartojame lygindami likusj elementg su sekanciu
pirmojo poaibio elementu.

Suliejimo rusiavimo algoritmas

MergeSort (1, r)

begin
(1) if (1< (r-M)) {
(2) m=(+0)2;
(3) MergeSort (1, m );
(4) MergeSort ( m+1, r );
(5) Merge (1, m, r);
} else

(6) if (1< r) SelectionSort (1, r );
end MergeSort

Beveik visi veiksmai yra atliekami vykdant dviejy poaibiy sujungima j
vieng surusiuota aibe, todél reikia stengtis, kad Sios funkcijos realizavimas
buty efektyvus.

3.7 pavyzdys. Skaiciy masyvo rusiavimas. Suliejimo algoritmu
surusiuokime skai¢iy masyva E = (11, 10, 16, 8,19,37, 9, 22, 19, 11).
Rusiavimo eiga pavaizduota 3.5 brézinyje.

11|10|16| 8 |19|37| 9 |122]19]11

11|10|16| 8 |19]||37] 9 |22|19]|11

1111016 | 8 |19]|37| 9 |22||19]11

10(11]16(| 8 |19]] 9 |22|37||11(19

811011111619 9 [11]19]|22]|37

819|10(11|11)16(19|19]22|37

3.5 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas suliejimo algoritmu, pilka spalva pavaizduotas
elementy rusiavimas isrinkimo algoritmu
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Pateiksime suliejimo algoritma, kai duomenys saugomi masyve a. Rea-
lizuodami algoritma naudojame pagalbinj masyva b, o suliejimo procediuros
pabaigoje kopijuojame visus masyvo b elementus j pradinj masyva a (tai
atlicka procedura Copy). Jei papildomo masyvo isskirti negalime, tai duo-
menis patogu saugoti tiesiniame sarase.

Suliejimo algoritmas

Merge (1, m, r)
begin
(1) i=1 j=m+l; k=1
(2) while (k<r){
(3) if ((i<m)&&(j<r)){
(4) if (azgaj)
(5) bk =aqa;; i+, k++;
(6) telse {
(7) by =uaj; j++; k++;

}
(8) else
9) if (i<m)
(10) while (k<r){
(11) bk = Q;; H“H k++;
}

(12) else
(13) while (k<r){

}
}
(14) Copy (b, a, 1,1 );
end Merge

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Suliejimo rusiavimo algoritme
elementy lyginimy skai¢ius mazai priklauso nuo rusiuojamy duomeny pra-
dinio pasiskirstymo. Tarsime, kad dviejy surtasiuoty N; ir Ny ilgio poaibiy
sujungimo metu atliekame ¢(N7 + N3) elementuy lyginimy. Kad analizé
buty paprastesné, imkime N = 2™. Tada gauname tokj sarysj, susiejantj
elementy lyginimy skaicius:

2L(3N) 4+ ¢N, kai N > 2,

L(N) =
1, kai N =2.
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Pritaike sia lygybe m — 1 karta, apskaic¢iuojame elementy lyginimy skaiciy

L(N) = 2L(%N> +eN = 4LGN> F 2N == gL(Q) + (m —1)eN

=cNlog N + (0.5 —¢)N.

Taigi suliejimo rusiavimo algoritmo skaiciavimy apimtis yra optimali ir blo-
giausiu atveju.

3.3.4. Piramidinis rusiavimo algoritmas

Siame poskyryje susipazinsime su dar vienu greituoju rusiavimo algorit-
mu, kuris naudoja viena svarbig duomeny struktirg — piramide. Pasinau-
dosime svarbia piramidés savybe, kad didziausias jos elementas yra medzio
saknyje.

HeapSort ()
begin
(1) MakeHeap ();
(2) for (i=N;i>1;i=1i1) {
(3) swap (a1, a:);
(4) HeapDownOrder (1, i-1);
}

end

3.8 pavyzdys. Skaiciy masyvo rusiavimas. Piramides algo-
ritmu surusiuosime ankstesniame pavyzdyje pateikta skaiciy masyva.
Rusiavimo eiga pavaizduota 3.6 brézinyje.

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Jau jvertinome aibés elementy
pertvarkymo j piramide skai¢iavimo apimtj. Atlikdami (2) ciklo visus zings-
nius blogiausiu atveju papildomai 2N log N karty lyginsime elementus ir
Nlog N karty juos sukeisime vietomis, todél pirmadés rusiavimo algoritmo
sudétingumas yra

L(N) = 3Nlog N, S(N) = gNlogN.

Taigi sudaréme dar vieng greitojo rusiavimo algoritma.
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10|37118]13|22|14|25] 8 |12]28

37]28|25]113|22]14|18| 8 |12|10
a)

10|28]125|13|22|14|18] 8 |12|37

|28|22|25|13|10|l4|18| 8 |12|37|

12|122125]13|10|14|18| 8 | 28|37

25|22|18]13|10|14|12| 8 |28|37

8 122|18]113|10114]12|25]28|37

22|13]|18| 8 |10]14|12|25]28|37

|12|13|18| 8 |10|l4|22|25|28|37|

18|13114| 8 |10]12|22]125|28|37
b)

3.6 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas piramidés algoritmu: a) pradinis masyvas ir
suformuota piramidé, b) pirmieji keturi rusiavimo zingsniai, elementai az, ag, ag, a10
jau surusiuoti



